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Streszczenie

Symulacja uktadow wielocztonowych, o duzej liczbie cztonoéw, na ktore natozone sa
wigzy jest szczegOlnie istotna z punktu widzenia wirtualnego prototypowania,
zastosowan przy wydajnej analizie rzeczywistych ukladow mechanicznych oraz przy
zagadnieniach  inteligentnego  sterowania. =~ W  artykule  zaprezentowano
i zaimplementowano algorytm rekursywny do analizy dynamicznej zlozonych
zamknigtych tancuchéw kinematycznych. Roéwnania ruchu Newtona—Eulera
sformutowano we wspotrzednych ztaczowych. Petle kinematyczne przeksztatcono
w otwarte tancuchy kinematyczne i uwzgl¢dniono warunek zamykania otwartych
fancuchéw kinematycznych, stosujac technikg nieoznaczonych mnoznikéw Lagrange’a.
Realizacj¢ algorytmu przeprowadzono z wykorzystaniem obliczen réwnolegtych na
klastrze komputerowym. Symulacje numeryczne wykonano dla réznych wariantow
obliczeniowych, a ich wyniki zostaly skomentowane.

1. WSTEP

Analiza dynamiczna uktadéow wielocztonowych odgrywa istotna role w wielu
zastosowaniach  inzynierskich ~ komputerowo  wspomaganych  obliczen
1 projektowania. Poczawszy od analizy szerokiej klasy maszyn i mechanizmow,
pojazdoéw, a skonczywszy na zagadnieniach teorii drgan, sterowania, w tym takze
sterowania w czasie rzeczywistym i wielu innych [13]. Rosnace wymagania, co do
coraz wierniejszego i wydajniejszego odwzorowania rzeczywistosci, powoduja
coraz wigksze =zainteresowanie algorytmami bazujacymi na obliczeniach
rekursywnych i wykorzystujacych nowe rozwiazania sprzgtowe, takie jak np. roznej
architektury komputery rownolegte, czy komputery wielordzeniowe.

Pierwsze proby, prowadzace do wydajnych obliczen ukladow
wielocztonowych pochodza z przetlomu lat 70-tych i 80-tych z obszaru robotyki.
Wysoko wyspecjalizowane podejscia, bazujace na pracach Luh, Walkera, Paula
[25] oraz Walkera i Orina [29], wykorzystujace roéwnania Newtona—Eulera,
spowodowaly ich zastosowanie do tancuchow kinematycznych otwartych, zaréwno
w przypadku zadania prostego, jak i odwrotnego dynamiki. Featherstone [14]
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zaproponowat algorytm, prowadzacy do formut rekursywnych na przyspieszenia
dla fancuchoéw otwartych, wykorzystujac wielkosci reprezentujace wlasnosci
bezwladnosciowe uktadu wielocztonowego (articulated body interias). Jerkovsky
[20] opisat kilka sformulowan, wykorzystywanych w dynamice uktadow
wielocztonowych, uzywajac koncepcji transformacji predkosci. Zalety stosowania
reprezentacji uktadu wieloczlonowego jako grafu, wspotrzednych wzglednych
1 transformacji predkosci przy wydajnym rozwiazywaniu réwnan ruchu wykazali
Kim i Vanderploeg w pracy [23]. Z wynikow tych skorzystali Bae i Haug.
Zastosowanie zasad wariacyjnych: zasady prac przygotowanych i zasady
d’Alemberta [16] do rownan Newtona—Eulera poprowadzilo autorow w pracy [5]
do nowego i ujednoliconego, macierzowego podej$cia do problemu analizy
dynamicznej tancuchoéw otwartych oraz w ogdélnosci drzew. Zaproponowali oni
algorytm rekursywny o ztozono$ci obliczeniowej rzedu O(n), wzgledem liczby
stopni swobody uktadu, wykorzystujacy topologi¢ mechanizmu. Uogoélnienie
algorytmu dla tancuchoéw kinematycznych zamknigtych przedstawiono w pracy
[6], a wyniki implementacji numerycznej algorytmu, z uzyciem komputera
rownoleglego z pamigcia wspdlng [22] w artykule [7]. Praca Rodrigueza [27]
prezentuje w zwigzlej formie wydajne algorytmy rekursywne, wykorzystujace
aparat algebry przestrzennej. Z rozwazan tych korzysta si¢ w pracy [24], w ktorej
autor prezentuje 1 uogo6lnia algorytmy rozwiazywania zadania prostego
i odwrotnego dynamiki manipulatorow oraz bada je pod wzgledem ich
efektywnosci. Nieco inne podejécie przedstawiono w pracach [3, 19]. Rownania
ruchu formutowane sa we wspotrzednych zaleznych i przeksztalcane za pomoca
macierzy transformacji predkosci do wspdtrzednych niezaleznych. Autorzy tej
metody wskazuja na mozliwo$¢ zastosowania obliczen réwnoleglych
w implementacji algorytmu oraz procedur do obliczen na macierzach rzadkich, co
znaczaco polepsza wilasnosci algorytmu do symulacji w czasie rzeczywistym.
Alternatywna metodg symulacji uktadow wielocztonowych przedstawiono roéwniez
w pracy [19]. Rownania ruchu Lagrange’a z wigzami sformulowano tam we
wspotrzednych naturalnych, dodano metody stabilizacji wiezow (penalty method)
oraz uzyto specjalnie opracowanych procedur catkujacych. Podejscie to zostato
wykorzystane w pracach [11, 12], w ktorych podjgto probg porownania istniejacych
metod wydajnej symulacji uktadow wielocztonowych. Nowym podejsciem,
optymalnym, ze wzgledu na wykorzystanie zasobow komputerow rownolegtych
wydaja si¢ by¢ algorytmy rekursywne rozwijane przez Andersona [2], oraz
Crichtley’a, Andersona, w pracach [9, 10], bazujace na réwnaniach Kane’a [21].
Niniejszy artykul przedstawia algorytm, oparty na ideach zawartych
w pracach [5-7], wykorzystujacy rownania Newtona—Eulera i1 bazujacy na
wspotrzednych ztaczowych (wzglednych) [19, 26]. Pozwala on na systematyczne
formutowanie roéwnan ruchu, ktore mozna wykorzysta¢ przy obliczeniach
rownoleglych, uwzgledniajac topologig uktadu wielocztonowego. Rownania ruchu
wyprowadzono w oparciu o zasady rachunku wariacyjnego [17] i metody
mechaniki analitycznej [16]. Podstawowym celem tego algorytmu jest
systematyczna redukcja roéwnan ruchu, z jednego uktadu wspotrzednych do
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drugiego, a przez to zapewnienie odpowiedniej wydajnosci obliczeniowe] tej
metody. Pracg koncza przyklady obliczeniowe, ktore sa skomentowane pod
wzgledem cech algorytmu, istotnych z punktu widzenia zastosowan obliczen
rownolegtych.

2. ALGORYTM OBLICZENIOWY

2.1. Kinematyka

Potozenia, predko$ci i przyspieszenia cztonéw w ukladzie globalnym
(kartezjanskie) wyliczane sa w oparciu o wspdlrzedne zlaczowe pomigdzy
sasiednimi czlonami. W przypadku lancuchéw kinematycznych otwartych, do
ktorych sa sprowadzane petle kinematyczne sekwencja obliczen postgpuje od
cztonu, oznaczonego jako podstawa do cztonéw, bedacych na koncach tancuchow

[5].

2.2. Dynamika

Roéwnania ruchu dla tancucha kinematycznego zamknigtego zostana przedstawione
w oparciu o roéwnania Newtona—Eulera oraz zasady wariacyjne mechaniki
analitycznej. W podej$ciu tym rownania dla catego tancucha uzyskuje si¢ poprzez
sukcesywne sumowanie prac przygotowanych sit uogoélnionych i sit bezwtadnosci
dla pojedynczych cztondéw oraz sit reakcji, pochodzacych od przecigcia petli,
w celu uzyskania struktury drzewa [6]. Rys. 1 ilustruje tancuch kinematyczny
zamknigty, wraz z uwidocznionym przeci¢gciem pomiedzy czionami n a n+1
i podzialem mechanizmu na taficuch otwarty S i f+1 oraz cztonem [, do

ktorego zostanie przeprowadzona redukcja rownan ruchu.

Rys. 1. Lancuch kinematyczny zamknigty

Wariacyjne réwnanie ruchu dla tancucha z Rys. 1 przyjmuje postaé:

m . n+l X s T
> SLIMY, Q)+ (MY, -Q, +®y "o, =0

i#n,n+1 i=n
i=l

(1
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gdzie 0L, = [5riT 5”?]7 sq wirtualnymi przemieszczeniami i rotacjami, M.

1
macierz masowa, 6x6, Y, :[l‘l.T u),T]T — predkosci, Q,— wektor sit, 6x1,
a ;\‘n(nJrl)

wzorow kinematyki do wzoru (1) daje w rezultacie wzor (2) na przyspieszenia
wzgledne w parach kinematyczych:

(‘1j(j+1) = _{B}-(jﬂ)z (Mj+1 + Kj+1)Bj(j+1)2}71[B}ﬂ(j+1)2(Mj+l + Kj+1) :
‘B Yj + BT’(‘/+1)2 {(Mj+l + Kj+1 )Dj(j+1) + (2)

J+D1 J

_(Qj+1 +Lj+1)+q)MT )"}]

J+l

— mnozniki Lagrange’a, odpowiadajace rownaniom wi¢zow. Zastosowanie

Odpowiednie przeformutowanie [7] rownan ruchu (1) dla tancuchow f
i f+1, wykorzystujace zwiazek (2) daje zredukowane do cztonu / réwnanie ruchu
postaci:

L (M, + K] + K™Y, —(Q, + L + L") +

T T 3)
+(®M/ +®M/ ) =0
Do rownan (3) nalezy dotaczy¢ roéwnanie wigzOw, opisujace migjsce
.o . . . (nn+l) _ . . .
przecigcia pary kinematycznej, o postaci P =0. Rownanie to mozna
zroézniczkowaé dwukrotnie wzgledem czasu, otrzymujac réwnanie wigzow na
przyspieszenia [18, 26]:

(i) = (I)Z”Yn + (I)Z,MYIHI - ’Y = 0 (4)

Wykorzystanie zwiazku (4) pozwala na redukcjg tych rownan do cztonu /,
dla obu tancuchow £ i f+1.

(®M/ + ®M/ )Y, + (L + ®L/ ")) +

5
~RHS/ ~RHS/" -y =0 ®

gdzie macierze K,, L,, ®M,, L,, RHS, sa zdefiniowane w zrodle [7]. Nalezy
przy tym zaznaczy¢, ze formutowanie wzorow (3) i (5) wykorzystuje topologie
mechanizmu. taczac powyzsze rownania oraz uwzgledniajac wigzy naktadane na
czton [ otrzymamy uktad rownan liniowych na przyspieszenia cztonu /, mnozniki
Lagrange’a odpowiedzialne za przecigcie w parze kinematycznej oraz mnozniki,
zwiazane z wigzami, bezposrednio naktadanymi na czion /. Kolejnym krokiem
w algorytmie jest obliczenie przyspieszen wzglednych w parach kinematycznych
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(2) oraz obliczenie przyspieszen czlonow w ukladzie globalnym, a nastgpnie
calkowanie przyspieszen wzglednych i przyspieszen cztonu /.

2.3. Metoda calkowania

W przypadku, gdy mechanizm ma strukturg tancucha kinematycznego otwartego
réwnania ruchu stanowig uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych; w przypadku,
gdy tancuch jest zamknigty uktad rownan ruchu jest uktadem rownan roézniczkowo
— algebraicznych. W niniejszym algorytmie réwnania ruchu sa formutowane we
wspotrzednych ztaczowych, ale w ogdlnosci sa to réwnania rézniczkowo —
algebraiczne o indeksie rozniczkowym réwnym 1 [4]. Rownania o obnizonym
indeksie, z podwojnie zrézniczkowanymi wigzami prowadza na ogét do naruszenia
wigzow, wynikajacych z faktu, ze zrézniczkowane rdéwnania wigzOwW nie sa
rOwnowazne w sensie numerycznym wig¢zom oryginalnym [15].

Kompleksowe omoéwienie metod numerycznych do catkowania réwnan
rozniczkowo — algebraicznych, opisujacych dynamike uktadéw wielocztonowych
mozna znalez¢ m. in. w pracy [15].

Ze wzgledu na swa prostote, 0golnos¢ zastosowan i niski koszt numeryczny
obliczen, w implementacji tego algorytmu, do korekcji rownan wigzéw postuzono
si¢ metoda stabilizacji Baumgarte’a [8, 15, 18, 26], polegajaca na zastapieniu
drugiej pochodnej rownan wigzé6w kombinacja liniowa pochodnych.

D+ 20D+ D=0 (6)
W implementacji, prowadzi to do przeformulowania wektora ¥ , do postaci:
Y =7-20®- D (7

Dodatnie state & i £ sa dobierane do$wiadczalnie, gdyz nie jest znana
og6lna metoda doboru tych parametrow. Na ogot « = f oraz a, f € (1,20).

W implementacji numerycznej do calkowania uzyto procedurg biblioteczna [30],
wykorzystujaca metode wielokrokowa wstecznego rozniczkowania (BDF)
0 zmiennym rz¢dzie.

3.  REALIZACJA PROGRAMOWA

3.1. Wprowadzenie

W celu przetestowania wydajnosci przedstawionego sformutowania i wskazania
cech, ktéore mozna wykorzysta¢ przy zrownoleglaniu obliczen zaprezentowne
zostana dwa przyktady obliczeniowe, z réznymi wariantami symulacyjnymi.
Algorytm zaprogramowano zard6wno Ww wersji sekwencyjnej, jak
1 réwnoleglej w jezyku Fortran. Wersja rownolegla programu zostata napisana
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w oparciu o standardowa bibliotekg¢ do przesytania komunikatow (MPI) [28, 32],
bedaca z punktu widzenia programisty biblioteka do wysytania i odbierania
komunikatéw oraz do synchronizacji zadan [22].

Rownolegle warianty programu zostaly uruchomione na dwoch
procesorach, na o$miowegztowym klastrze komputerowym, w ktorym kazdy wezet
sktada si¢ z dwoch procesorow Intel Xeon 2,4GHz z 512kB Cache L2 [31] oraz
2GB pamigci RAM, potaczonych siecia Ethernet 1Gbit.

3.2. Mechanizm korbowo — wodzikowy

Pierwszym przyktadem obliczeniowym jest prosty mechanizm korbowo -—
wodzikowy [18]. Analiz¢ dynamiczng przeprowadzono pod dziataniem sit cigzkosci

i momentu napedowego korby n(f)=0,0le”’, zaznaczonego na Rys. 2a. W tym

przypadku petle kinematyczna rozcigto w parze sferycznej, tworzac dwa otwarte
lancuchy kinematyczne, co schematycznie reprezentuje graf na Rys. 2b.

para sferyczna

para uniwersalna
para postgpowa

Rys. 2. a — mechanizm korbowo — wodzikowy, b — graf mechanizmu

W przypadku programu rownolegltego obliczenia rozdzielono pomigdzy
dwa procesory, uwzgledniajac topologie¢ mechanizmu. Zarejestrowane czasy
wykonania programow ilustruje Tab. 1.

Tab. 1. Czas wykonania symulacji w przypadku programu sekwencyjnego i rownoleglego

Czas 1 CPU, At=0.01 2 CPU, At=0.01 1 CPU, At=0.001 2 CPU, At=0.001
symulacji [s] [s] [s] [s]
[s]

1,000 0,058 0,085 0,165 0,240
5,000 0,368 0,530 0,912 1,342
10,000 0,792 1,143 1,865 2,714
20,000 1,594 2,337 3,766 5,435
30,000 2,412 3,468 5,690 8,192
40,000 3,229 4,691 7,572 10,866
50,000 3,985 5,756 9,370 13,573
60,000 4,768 6,951 11,180 16,336

Parametry symulacji zostaly zmienione wg dwoch kryteriow: czasu
symulacji i kroku catkowania. W zadnym z przypadkow nie udato sig zarejestrowac
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korzysci, wynikajacej ze stosowania dwoch procesorow, co moze bezposrednio
wynika¢ z faktu matej ziarnisto$ci rozwiazywanego problemu, rozumianej jako
ilo$¢ operacji obliczeniowych pomigdzy procesami komunikacji.

3.3. Automatycznie generowana pe¢tla kinematyczna

Wydajnos¢ algorytmu przetesowano na przykladzie petli  kinematycznej,
generowanej automatycznie, z regulowang iloscia par kinematycznych. Mechanizm
zostal utworzony z par kinematycznych obrotowych. Czton 1 jest nieruchoma
podstawa, do ktorej redukowane sa rownania ruchu, przecigcia dokonuje si¢ dzielac
petle na dwa jednakowej dlugosci lancuchy kinematyczne otwarte. Rys. 3
przedstawia schemat mechanizmu.

przeciecie

Rys. 3. Automatycznie generowana pgtla kinematyczna

Analiz¢ dynamiczna uktadu przeprowadzono obciazajac mechanizm sitami
cigzkosci. Czas symulacji wynosit 10 s, krok catkowania Af=0,01 s.

W  przypadku programu réwnoleglego, obliczenia rozdzielono pomigdzy
2 procesory, uwzgledniajac topologi¢ mechanizmu po przecigciu. Oprocz
testowania obliczen na jednym wezle, na ktérym oba procesory maja ta sama
przestrzen adresowa, przeprowadzono symulacje na dwoch réznych weztach klastra
komputerowego, podczas ktorej komunikaty byly przesylane przez sie¢
komputerowa. Zarejestrowane pomiary ilustruja ponizsze wykresy.
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Rys. 4. a — czas wykonania programu rownoleglego, b — wspolczynnik przyspieszenia
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Rys. 4a 1 4b przedstawiaja czas wykonania programu sekwencyjnego
i programow roéwnolegltych oraz wspolczynnik przyspieszenia w przypadku, gdy
zmieniana jest liczba par kinematycznych. Wspolczynnik przyspieszenia jest
rozumiany jako iloraz czasu wykonania programu sekwencyjnego do czasu
wykonania programu réwnolegtego. Nieznaczny zysk, z zastosowania dwoch
procesorow na jednym wezle otrzymujemy (Rys. 4b) w przypadku petli,
zawierajacej 15 par kinematycznych. Wspotczynnik przyspieszenia stabilizuje sig
dla petli, sktadajacej si¢ ze 151 par kinematycznych i nie osiaga przyspieszenia
idealnego. Wynika to m. in. z faktu istnienia czgsci programu réwnoleglego,
ktorego nie mozna zrownolegli¢ (wezytywanie danych, wczytywanie mechanizmu)
oraz stalych narzutdw czasowych na komunikacje. W przypadku dwodch
procesorow, komunikujacych sig¢ poprzez sie¢ komputerowa, zysk obserwujemy
dopiero dla 251 par kinematycznych.

4.  UWAGI KONCOWE

W artykule przedstawiono i opracowano algorytm rekursywny do analizy
dynamicznej ztozonych ukladéow wielocztonowych. Obliczenia wykonano na
komputerze réwnoleglym z pamigcia lokalna. Wnioski, ptynace z tej pracy sa
nastepujace:

e sformutowanie mozna uogoélni¢ do bardziej ztozonych struktur, w ktorych
topologi¢ uktadu wieloczlonowego zapisuje si¢ uzywajac jezyka teorii
grafow

e istnieje mozliwo$¢ automatycznej detekcji wigzo6w nadmiarowych

e czas wykonania programu jest funkcja nieliniowa wzgledem liczby stopni
swobody uktadu

e dodanie do uktadu elementow sprezysto — thumiacych powoduje dodatkowe
narzuty na komunikacjg

e zrownoleglenie zostalo przeprowadzone tylko w oparciu o wlasnosci
algorytmu; pozadane jest uzycie procedur bibliotecznych, przystosowanych
do obliczen na komputerach z pamigcia lokalna

e uzycie obliczen réwnoleglych przynosi znaczaca korzy$s¢ w uktadach
z kilkudziesigcioma stopniami swobody, jednak poziom zréwnoleglenia
programu silnie zalezy od topologii uktadu wielocztonowego.
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DYNAMIC ANALYSIS OF COMPLEX CLOSED LOOP KINEMATIC
CHAINS

The simulation of large constrained multibody systems is essential in developing modern
technologies such as virtual prototyping, application for efficient analysis of realistic mechanical
systems and intelligent control systems. This paper presents a recursive approach to dynamic
analysis of complex closed loop kinematic chains. The Newton—Euler equations of motion are
formulated using relative coordinates. Closed loop kinematic chains are transformed into open
loop chains by cut joint technique. Cut joint costraint and Lagrange multipliers are introduced to
complete the equations of motion. The algorithm is implemented using parallel computing on a
cluster workstation. Some numerical simulations are carried out for different computational
examples and the results are commented.
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